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本节概要

1 点收敛
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Riemann-Lebesgue引理

Lemma 1 (（强条件下的）Riemann-Lebesgue引理)
ࠤ f 是 [a, b]上的连续可微函数，有以下ӓޮћ立

lim
k→∞

∫ b

a

f(x) cos(kx) dx = lim
k→∞

∫ b

a

f(x) sin(kx) dx = 0. (1)

Proof.
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Riemann-Lebesgue引理

事实上，我们可以在更弱的条件下证明 Riemann-Lebesgue引理。

Lemma 2 (Riemann-Lebesgue引理)
ࠤ f 是 [a, b]上的分߮连续函数，有以下ӓޮћ立

lim
k→∞

∫ b

a

f(x) cos(kx) dx = lim
k→∞

∫ b

a

f(x) sin(kx) dx = 0. (2)
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傅立叶级数在函数连续并有导数点处的收敛性

Theorem 3 (傅立叶级数在连续并有导数点处的收敛性定理)

ࠤ f(x)是ؗڎГ 2π的连续函数，如果 f 的导数在 x点处有定义，则
f 的傅立叶级数在 x点处收敛Ӯ f(x)。

定理3的证明.
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傅立叶级数在函数间断点处的收敛性

Definition 4 (左右极限和左右可微)
我们有以下定义：
▶ f 在点 x处的左右极限定义如下：

左极限： f(x− 0) := lim
h→0+

f(x− h) (3)

右极限： f(x+ 0) := lim
h→0+

f(x+ h) (4)

▶ 如果下列极限存在：

f ′(x− 0) := lim
h→0+

f(x− h)− f(x− 0)

h
, (5)

f ′(x+ 0) := lim
h→0+

f(x+ h)− f(x+ 0)

h
, (6)

则分别称函数 f 是左可微和右可微的。
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傅立叶级数在函数间断点处的收敛性

Theorem 5 (傅立叶级数在函数间断点处的收敛性)

ࠤ f(x)是ؗڎ性分߮连续函数，ࠤ在 x点处，f 左右可微（Պ݂݁连
续），则 f 的傅立叶级数在 x点处收敛Ӯ

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
. (7)

定理5的证明.
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